Matriz transpuesta

Ejercicios

Objetivos. Aprender la regla para construir la matriz transpuesta, comprender su de-
finicién formal, observar las propiedades algebraicas de la transposicion de matrices y
aprender a demostrarlas.

Requisitos. Definicién de las operaciones con matrices, demostracién de las propiedades
de las operaciones lineales con matrices, sumas y sus propiedades basicas.

Definicién informal. Sea A una matriz. La matriz transpuesta de A, denotada por A,
se obtiene al intercambiar los papeles de renglones y columnas de la matriz A. Por ejemplo,

3 4
si A= 3 -1 0 , entonces Al =| =71 7
4 7 =5
0 =5
En otras palabras,
los renglones de la matriz AT son de la matriz A,
7
y las columnas de la matriz AT son de la matriz A.
3
4 1
S
8 5
2 87" 4 0 -17"
2 0 1 = 3. 3 =5 8 =
-5 —4 -2 7 6
4. Determine los tamanos de las matrices transpuestas:
Si A € Mj5yo(R), entonces AT € . Si A€ My(R), entonces AT € )
H?,_/ H?,_/
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Definiciéon formal de la matriz transpuesta

5. Sea
Aip Anp
A= | Ay1 Agp
Az1 Aszp
Entonces

AT =

Por otro lado, segtin el convenio general denotamos las entradas de A" por (A7), ;:

(A1 (A2 (AT)is

AT =
(AT)21 (AT)2z (AT)2s
De aqui concluimos que:
(A= (AT)i2 = (AN =
(AT)21 = (AT)o2 = (AT)2s =

6. Definicién formal. Sea A € M,,»,(R). Entonces

AT €
—_————

?

Para cualquier par de indices (¢, j), donde

ie{l,..., hoooged{l,..., 1,
~—~— ~—~—

? ?
la entrada de la matriz AT con indices (i, 5) es igual a:

(AN)iy = :
——

?

7. Otra forma de la definicién formal. Sea A € M,,,(R). Entonces

Al = [ j|i,j7:1.

Matriz transpuesta, ejercicios, pégina 2 de 6



Matriz transpuesta y las operaciones lineales

Sean
-5 2 6 —8
A= 0 4|, B = 3 =2 |, A=5.
-1 =7 -4 5
8. Calcule A+ B y \A:
A+B= , AA =

9. Utilizando los resultados del ejericicio anterior calcule (A + B)"T y (AA):

(A+B)" = ., AT =

10. Calcule A" y BT:

AT = BT —

11. Utilizando los resultados del ejercicio anterior calcule AT + BT y AAT:

AT+ BT = . AT =

12. Resumen. Adivine las férmulas para (A+ B)" y (AA)":

(A+B)" = AT =
—— ——

? ?
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La transpuesta de la suma de matrices

13. Sean A, B € M,,x,»(R). Demuestre que
(A+B)' =A" +B".

Solucién. Primero verifiquemos que las matrices (A + B)" y AT + BT son del mismo

tamano:
(A€ Mpa(®) {47 |
/ .

E Hlarse | [ 1
AN

~
EBGMW”(R)]—{BT € }

Ahora vamos a demostrar que las entradas correspondientes de las matrices (A + B)" y
A" + BT son iguales. Elijamos un par de fndices arbitrarios (4, ;) con

1€ ) J € .
— —

? ?

Calculemos la entrada de la matriz (A + B)" con indices 1, j:

2,] —_————
(A+B)2 7

((A+B)T) = e +

Luego calculemos la entrada de la matriz AT + BT con indices 1, j:

(aT+BT) £ + 2 +
17]
Resumen:
<(A+B)T>H = = (AT+BT)”
,] 2y
Justificacion:

(i) Definicién de la matriz transpuesta.
(i

)
)
(i)
)

(iv
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La transpuesta del producto de una matriz por un escalar

14. Sea A € M,»n(R) y sea A € R. Demuestre que
(AT =xAT.

Solucion. Verifiquemos que (AA)" y AAT son del mismo tamafio:

[A € men(ue)]

AeR

Probemos que (()\A)T)”. = ()\AT) i donde i, j son indices arbitrarios tales que

i
1€ , J€

N———— N————
? ?

Primero calculemos la entrada de la matriz (AA)" con indices i, j:

(()\A)T) (i) (i)

Z?j

Luego calculemos la entrada de la matriz AA" con indices 1, j:

(/\AT> g (iv)

Z?j

Justificacién:
(i)
(ii)
(iii)

)

(iv
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La transpuesta del producto de matrices

15. Sea A € M,,xn(R) v sea B € M,,»,(R). Demuestre que
(AB)" =BTA".

Solucion. Verifiquemos que (AB)" y BT AT son del mismo tamaiio:

[A € men(R)]

[B € MnXp(R)]

Vamos a demostrar que (AB');; = (BT A"), ; para cualesquiera i, j, donde
i€ . jE€ .
— ——

? ?

Calculemos la entrada de la matriz (AB)" con indices i, j:

(s, -

Z?j

Calculemos la entrada de la matriz BT AT con indices 1, j:

(), -

Z?j

Justificacién:
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